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Chapitre 1

Introduction

La théorie de Yang—Mills, nommée d’apres les physiciens Chen Ning Yang et Robert
Mills qui I'ont introduite dans les années 50, est une théorie de jauge non abélienne qui vise
a décrire de maniere unifiée les interactions fondamentales entre particules élémentaires.
Il s’agit d’une théorie quantique des champs fondée sur l'action de Yang—Mills, qui est
une fonctionnelle sur ’espace des connexions d’un fibré principal. Dans le cadre du
modele standard de la physique des particules, elle permet a I’heure actuelle de décrire
I’électromagnétisme, l'interaction nucléaire faible et l'interaction nucléaire forte. Les déve-
loppements mathématiques de la théorie de Yang—Mills sont nombreux, et forment un
champ de recherche en expansion permanente depuis les années 70. La construction ri-
goureuse d'une théorie de Yang—Mills quantique sur un espace-temps a quatre dimensions
fait méme partie des sept problemes du priz du millénaire posés par le Clay Mathematics
Institute en 2000 .

Afin de ne pas se laisser submerger par I’'abondante littérature, tant physique que
mathématique, on se gardera dans ce cours de développer TOUTE la théorie. Cette
derniere est a l'interface de pratiquement toutes les disciplines mathématiques connues,
ce qui la rend riche et élégante, mais aussi intimidante — elle ’a été longtemps pour moi.
Ces notes ont donc pour vocation de démystifier une partie de la théorie de Yang—Mills
en la rendant accessible a des étudiants motivés possédant un solide bagage en analyse
fonctionnelle et en probabilités, ainsi qu'une appétance pour la géométrie.

Ce que le cours contient. Nous étudierons la mesure de Yang—Mills correspondant
a la théorie de Yang—Mills quantique euclidienne sur une surface compacte, et ce, pour
deux raisons :

(i) La théorie discrete et la théorie continue sont équivalentes, ce qui est un atout
majeur dans ce modele, comparé au modele en dimension supérieure qui n’est a
I'heure actuelle défini que dans une version discrete (sur réseau) ;

(i) Contrairement a la théorie & deux dimensions dans le plan R? le modele possede

1. Le probléeme en question est, en fait, encore plus épineux : outre la formulation mathématique, il
requiert la démonstration d’un “écart de masse” (mass gap) qui justifierait mathématiquement ’existence
de “boules de glu”, constituées de quarks confinés par l'interaction forte — on parle de confinement de
couleur. Cet écart de masse serait en quelque sorte un analogue du trou spectral que l'on retrouve dans
I’analyse harmonique du laplacien sur des graphes ou des surfaces : un écart entre le niveau d’énergie de
I’état fondamental et le premier niveau d’énergie excité.
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une fonction de partition non triviale, qui est plus simple a définir et a étudier que
la mesure complete, et la fonction de partition dépend presque exclusivement de la
topologie de la surface, ce qui permet de traiter le probleme dans sa généralité.

Les ingrédients nécessaires a la définition de cette mesure sont une surface, un graphe
(presque) arbitraire plongé dans celle-ci, et un groupe de Lie compact. Nous verrons dans
le chapitre 2 la construction de la mesure de Yang-Mills, puis nous en étudierons la
fonction de partition dans les chapitres suivants. Pour ce faire, nous développerons dans
le chapitre 3 quelques aspects de I'analyse harmonique sur les groupes de Lie compacts,
qui nous permettront d’exprimer la fonction de partition de Yang—Mills sous une forme
plus appropriée a une étude asymptotique. Pour finir, nous montrerons la convergence de
la fonction de partition avec pour groupe de structure U(N) pour toute surface compacte
de genre supérieur ou égal a 1 dans le chapitre 4, en utilisant des résultats inhérents aux
représentations de U(N). Nous évoquerons également les résultats obtenus en genre 0.

Ce que le cours ne contient pas. Une version plus simple mais plus rigide du modele
que nous étudions, appelée théorie de jauge sur réseau (lattice gauge theory en anglais),
correspond & un modele exclusivement discret, sur le réseau Z¢, qui a I’avantage d’étre bien
défini en dimension quelconque — en particulier en dimension 4. Sa construction differe
de celle de ce cours, et elle s’apparente aux modeles de mécanique statistique plus clas-
siques comme le modele d’Ising. Nous n’étudierons pas ce modele, mais le lecteur intéressé
pourra lire la synthese [Chal9]. Nous ne développerons pas non plus les liens entre la
théorie probabiliste de Yang—Mills dans le régime “grand N7 et les probabilités libres, in-
carnés par l'existence d'un champ maitre, décrit pour la premiere fois mathématiquement
par Singer [Sin95]. La raison est simple : le cas des surfaces générales n’est pas encore
résolu — le lecteur intéressé par les cas déja connus pourra se référer aux articles [Lév17;
DN20 ; DL25] dans lesquels sont construits respectivement le champ maitre sur le plan, la
sphere et le tore. Enfin, nous éviterons de développer les liens, encore assez peu explorés
mathématiquement, entre la théorie de Yang—Mills sur une surface compacte de genre
2 ou plus et I'intégration sur ’espace des modules de connexions plates. Il s’agit d’un
rapprochement effectué heuristiquement par Witten [Wit91] et démontré rigoureusement
par Sengupta [Sen(3].

Références. Les principales références pour ce cours seront les suivantes; une biblio-
graphie plus complete est donnée a la fin du document, comprenant les références évoquées
¢a et la au sein de ces notes.
— Antoine DAHLQVIST et Thibaut LEMOINE. “Large N limit of Yang-Mills partition
function and Wilson loops on compact surfaces”. Probab. Math. Phys. 4.4 (2023),
p. 849-890

— Antoine DAHLQVIST et Thibaut LEMOINE. “Large N limit of the Yang—Mills mea-
sure on compact surfaces II: Makeenko—Migdal equations and the planar master
field”. Forum Math. Sigma 13 (2025), Paper No. el7. DOI : 10.1017/fms. 2024 .152.
URL : https://doi.org/10.1017/fms.2024.152

— Jacques FARAUT. Analysis on Lie groups. T. 110. Cambridge Studies in Advan-
ced Mathematics. An introduction. Cambridge University Press, Cambridge, 2008,
p. x+302. 1SBN : 978-0-521-71930-8


https://doi.org/10.1017/fms.2024.152
https://doi.org/10.1017/fms.2024.152
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— Thibaut LEMOINE. “Large N behaviour of the two-dimensional Yang-Mills partition
function”. Combin. Probab. Comput. 31.1 (2022), p. 144-165

— Thibaut LEMOINE et Mylene MAIDA. “Gaussian measure on the dual of U(N),
random partitions, and topological expansion of the partition function”. Ann. Proba.
(2025). to appear

— Thierry LEVY. “Two-dimensional Markovian holonomy fields”. Astérisque 329 (2010),
p. 172

— Thierry LEVY et Ambar SENGUPTA. “Four chapters on low-dimensional gauge theo-
ries”. Stochastic geometric mechanics. 'T. 202. Springer Proc. Math. Stat. Springer,
Cham, 2017, p. 115-167

— Thierry LEVY. “Two-dimensional quantum Yang-Mills theory and the Makeenko-
Migdal equations”. Frontiers in analysis and probability—in the spirit of the Strasbourg-
Zirich meetings. Springer, Cham, 2020, p. 275-325

— Ambar N. SENGUPTA. “Gauge theory in two dimensions: topological, geometric
and probabilistic aspects”. Stochastic analysis in mathematical physics. World Sci.
Publ., Hackensack, NJ, 2008, p. 109-129

Approche physique heuristique

Avant de nous lancer dans la construction de la “vraie” mesure de Yang—Mills, qui
sera 1’objet du prochain chapitre, nous allons motiver sa construction par sa définition
usuelle, communément acceptée par les physiciens bien qu’elle soit lacunaire. Une fois
n’est pas coutume, nous allons supposer connus les rudiments de géométrie différentielle,
incluant la définition des variétés riemanniennes, des fibrés principaux et des connexions.
Ces notions n’interviendront plus directement dans le reste du cours, mais sont utiles a
la compréhension des motivations initiales.

Pour décrire la théorie de Yang—Mills, nous avons besoin d’'un espace-temps, et d’un
groupe de symétrie qui décrit les transformations de jauge. Pour cela, on se donne une
variété riemannienne (M, g) et un groupe de Lie compact G, appelé groupe de structure.
On suppose que l'algebre de Lie g est munie d’un produit scalaire (-,-) invariant par
I’action adjointe de G sur g. On peut combiner 'espace-temps et le groupe de structure
en un G-fibré principal 7 : P — M. Les interactions entre particules sont représentées
par un lagrangien, appelé Lagrangien de Yang—Mills, qui est une fonction sur I'espace A
des connexions sur P. Ce dernier est un espace affine de direction

QM) ® ad(P),

I'espace des 1-formes sur M a valeurs dans ad(P). L’action de Yang—Mills est une fonc-
tionnelle Syy : A — [0, 00) définie par

Sym(w) = %/M(QA*Q), (1.0.1)

ol  est I'opérateur de Hodge, (-,-) est la structure sur ad(P) héritée du produit scalaire
invariant sur g, et € est la courbure de la connexion w € A.
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La mesure de Yang—Mills sur M de groupe de structure G est la mesure définie formel-
lement par

1 i
dpym(w) = 7 ear @Dy (1.0.2)

YM
ot Dw est la mesure de Lebesgue sur A, T' > 0 est une constante de couplage, et Zyy; est
une constante de normalisation de sorte que la mesure soit de masse totale 1. Un premier
probleme évident est qu’'une telle mesure, a supposer qu’elle existe, n’est pas positive.
Néanmoins, par prolongement analytique de l’exponentielle, on peut se ramener a une
mesure de probabilité classique en effectuant une rotation de Wick :

1 1
dpyy(w) = 7 e~ M@y, (1.0.3)

YM
Une telle mesure est appelée mesure de Yang—Mills euclidienne. Nous ne sommes mal-
heureusement pas au bout de nos peines : il n’existe pas de mesure de Lebesgue sur
I'espace des connexions (ale!), et la constante de normalisation n’a aucune chance d’étre
finie (ale encore!). Méme si l'on tente de réduire 'espace d’intégration en jouant sur les
symétries — En fait, 'action de Yang—Mills est invariante par I'action du groupe de jauge
G = €°(M,G) — on ne s’en sort pas davantage : il n’existe pas non plus de mesure
appropriée sur A/ J... En se placant sur une compactification judicieuse, on peut définir
une mesure qui semblerait satisfaire les propriétés attendues [ALL94], mais rien ne garantit
que la mesure de Yang-Mills soit absolument continue par rapport a cette mesure.

Une autre solution, que nous développons dans ces notes, est tout d’abord de définir la
mesure de Yang—Mills sur un espace de dimension finie, ce qui est possible dans un cas
discret : si 'on remplace M par une discrétisation (un graphe G) et le fibré 7 : P — M
par un fibré trivial discret 7’ : G x G — G, on peut donner un sens a (1.0.3). L’action de
Yang-Mills ressemble fort & une norme L?, et donc la densité de la mesure de Yang-Mills
euclidienne par rapport a I’hypothétique Dw fait penser a une sorte de mesure gaussienne.
Cette construction a un sens en toutes dimensions, mais nous ne nous intéresserons qu’au
cas a deux dimensions, pour les raisons citées au début de I'introduction.



Chapitre 2

Mesure de Yang—Mills en deux
dimensions

2.1 Surfaces et cartes

Dans ce cours, une surface désignera toujours une variété différentielle réelle lisse de
dimension 2.

Définition 2.1.1. Un graphe est un triplet G = (V| E, I) constitué de deux ensembles V' et
E et d’une relation d’incidence I C V' x E, de sorte que le cardinal de {v € V' : (v,e) € I}
soit 1 ou 2 pour tout e € F. Les éléments de V (resp. E) sont appelés sommets (resp.
arétes).

La relation d’incidence encode de maniere abstraite 1'idée intuitive selon laquelle les
sommets sont au bord"' des arétes. Si G = (V, E, I) est un graphe,

(i) deux arétes ey, es € E sont adjacentes si elles sont incidentes a un méme sommet
v € V. Elles forment une double aréte si elles sont incidentes aux deux mémes
sommets v € V ;

(ii) Une aréte e € E est une boucle si elle est incidente a un seul sommet.

Si G contient des arétes doubles ou des boucles, on dit qu’il s’agit d'un multigraphe®.
Sinon, il s’agit d'un graphe simple.

Définition 2.1.2. Une carte topologique est un multigraphe G = (V, E,I) muni d'un
plongement 0 : G — X, ou X est une surface, tels que :
— Les images de deux sommets distincts vy, v9 € V par 6 soient des points distincts
de X,

1. Le choix de ce mot n’est pas laissé au hasard, dans le sens ol en topologie algébrique, le bord d’une
1-cellule est bien constitué de 0-cellules.

2. Attention, il existe pléthore de conventions en théorie des graphes : pour certains auteurs, un
multigraphe n’est pas un graphe et un graphe désigne ce que nous appelons ici un graphe simple; pour
d’autres, un multigraphe peut contenir des arétes multiples mais pas des boucles. Il convient souvent,
lorsqu’on se penche sur un livre ou un article qui traite du sujet, de vérifier dans quel contexte I'auteur
se place.
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— Les images des arétes e € F sont des courbes continues 6, : [0,1] — X qui ne se
rencontrent qu’a leurs extrémités e = 0.(0) et € = 0.(1),

— Le complémentaire dans X du squelette Sk(G) = |, 0. de G se divise en une ou
plusieurs composantes connexes fi, ..., fr, chacune simplement connexe, appelées
faces.

On note F' = {f1,..., fr} Uensemble des faces de la carte.

Un exemple de carte est donné dans la Figure 2.1.

FI1GURE 2.1 — Une carte orientée de genre 1, plongée dans un tore.

Une carte topologique est un exemple de CW-complexe, ou complexe cellulaire, en
topologie algébrique. Plus précisément il s’agit d’'un CW-complexe de dimension 2 : ses
sommets (resp. arétes, faces) constituent des 0-cellules (resp. 1-cellules, 2-cellules), et le
squelette de la carte tel que décrit dans la définition 2.1.2 est exactement le squelette du
complexe correspondant. Par ailleurs, la carte est munie naturellement d’une orientation,
induite sur les arétes par l'orientation des courbes correspondantes, et sur les faces par
l'orientation de la surface sous-jacente (pourvu que celle-ci soit orientable, bien entendu).

Exemples. Parmi les exemples de cartes les plus étudiés, notons les triangulations (resp.
quadrangulations) : il s’agit de cartes dont les bords de toutes les faces sont des triangles
(resp. quadrilateres). L’étude de triangulations/quadrangulations aléatoires est encore un
champ tres actif, cf. par exemple [GM21] ou [BL21].

On peut munir les cartes topologiques d’une relation d’équivalence qui permet de s’af-
franchir du choix du plongement. Les classes d’équivalences, appelées cartes combinatoires,
sont des objets dont I’étude s’est développée de maniere considérable depuis une trentaine
d’années”, et se retrouvent a l'interface de la physique théorique (notamment la gravité
quantique), la combinatoire et les probabilités. Les livres de Lando—Zvonkin [L.Z04] et de
Eynard [Eynl16] offrent un apercu des multiples développements de cette théorie. Parmi
les directions prises dans 1’étude des cartes, citons notamment la récurrence topologique
et I'étude de grandes cartes aléatoires.

Une application étonnante de 1’étude des cartes est la classification des surfaces, dont

on trouvera par exemple une preuve dans le cours [Lab13] de Labourie, ou dans le livre
[Sti93] de Stillwell.

3. Les physiciens s’intéressaient en réalité a de tels objets depuis les années 70, notamment suite a
Particle [t H74] de 't Hooft, mais ’engouement en mathématiques a été probablement lancé par I'article
de Kontsevich [Kon92] qui démontrait une conjecture due & Witten, et qui lui a valu (en grande partie)
la médaille Fields.
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Théoreme 2.1.1 (Théoreme de classification). Soit 3 une surface compacte conneze sans
bord.
— 51 % est orientable, alors elle est nécessairement homéomorphe a l'une de ces sur-
faces :

(i) Une sphére,
1) La somme connexe de g tores, pour g > 1.
9 Y

Dans ce cas, on dit qu’elle est de genre g, avec pour convention g = 0 si elle est
homéomorphe a une sphere.

— 951 X n’est pas orientable, alors elle est homéomorphe a la somme connexe de k plans
projectifs réels, pour k > 1.

Dans tout le cours, nous nous intéresserons exclusivement a des surfaces compactes
connexes orientables et sans bord, par souci de simplicité ; une construction plus générale
pourra étre trouvée dans [Lév10]. Ainsi, désormais, nous emploierons le terme surface de
genre g sans ambiguité pour une surface compacte connexe orientable et sans bord de
genre g selon le théoreme de classification. Nous allons en particulier étudier des espaces
de chemins, ou de lacets, dans des cartes.

Définition 2.1.3. Soit G = (V, E, F') une carte topologique. Un chemin ~ dans G est
soit un sommet v € V (on parle de chemin constant), soit une concaténation d’arétes
€1+ "€, OU € = €41 pour tout 1 < ¢ < n — 1. Dans le second cas, on note 7 = ¢; et
7 = €,. Le chemin est un lacet si 7 =7. B

Les chemins constants dans une carte sont également considérés comme des lacets, dans
le sens ou leur sommet de départ est également leur sommet d’arrivée. Pour tout lacet
¢ dans G, on appelle point de base le sommet en question. On note P(G) (resp. P,(G),
L(G), L,(G)) 'ensemble des chemins (resp. chemins de base v € V|, lacets, lacets de base
ve V) dans G.

2.2 Noyau de la chaleur sur des groupes compacts

Définition 2.2.1. Un groupe de Lie est un groupe G muni d’une structure de variété
différentielle, de sorte que la multiplication et 'inversion soient des applications lisses.

Comme promis, nous éviterons au maximum les considérations de géométrie différen-
tielle, en nous restreignant a des groupes de matrices, c’est-a-dire des sous-groupes de
GL(N,C) pour N > 1 fixé. Cela peut sembler restrictif, mais la théorie de jauge considere
systématiquement des groupes compacts *, et il s’avere que tout groupe de Lie compact est
un groupe matriciel (c’est une conséquence du théoreme de Peter—Weyl que nous verrons
au chapitre 3).

Nous avons besoin de deux objets du calcul différentiel et intégral sur GG, le laplacien et
la mesure de Haar. Pour étre plus précis, la mesure de Haar ne nécessite qu'une structure
de groupe topologique, et le laplacien une structure de variété riemannienne. Commencons
par la mesure de Haar.

4. Un analogue de la théorie de jauge, pour des groupes non compacts, serait par exemple
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Définition 2.2.2. Soit G un groupe topologique localement compact. Une mesure de
Radon positive p sur G est invariante a gauche si elle vérifie pour tout f € 6.(G)

/fgiCdM /f Ydu(z), Vg€ G.

Elle est invariante a droite si elle vérifie pour tout f € €.(G)

/fmgdu /f Ydu(z), Vg€ QG.

Une mesure strictement positive invariante a gauche (resp. a droite) sur G est appelée
mesure de Haar a gauche (resp. a4 droite).

Le théoreme suivant, admis, est du a von Neumann et a Kakutani.

Théoreme 2.2.1. Soit G un groupe topologique compact. Il existe une unique mesure de
Haar, a la fois a gauche et a droite, que l’on note dg.

Sur un groupe topologique compact, on peut définir la notion de produit de convolution
par analogie au cas de R" : si f, g : G — R sont deux fonctions boréliennes, leur produit
de convolution est défini par

Fro@) = [ 1

Définition 2.2.3. Soit G C GL(N, C) un groupe matriciel compact, dont I’algebre de Lie
g est munie d’un produit scalaire G-invariant (-, -). Soit {X1,..., X4} une base orthonor-
male de g pour ce produit scalaire. L’opérateur de Laplace—Beltrami sur G est 'opérateur

différentiel A : €*(G) — C défini par

d d2
Aafl9) =) =

2|, ). (2.2.1)

Le noyau de la chaleur sur G est le semigroupe de convolution (p;)s>o solution de

Cla) = 5860(0). Y9G, 222

avec pour condition initiale lim;_,q+ p; = 01, ou la limite est a prendre au sens des distri-
butions.

En un certain sens, le noyau de la chaleur est la loi d’'un mouvement brownien sur
G issu de I’élément neutre. Une approche probabiliste du noyau de la chaleur consiste
meéme a se reposer sur cette approche ; des techniques de calcul stochastique matriciel ont
notamment permis une étude quantitative du noyau de la chaleur, comme par exemple
[LM10]. Dans un esprit plus géométrique encore, une partie des travaux de Bismut ont
consisté a démontrer des résultats pointus sur les propriétés du laplacien sur des variétés a
'aide du mouvement brownien, cf. [Bis15]. Nous ne nous attarderons pas sur ces approches
probabilistes, bien qu’elles soient tout a fait dignes d’intéreét.
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Dans ce cours, nous allons nous restreindre au groupe
G =U(N)={U € GL(N,C): U* = U},
dont I'algebre de Lie est I’espace des matrices antihermitiennes :
u(N)={X e My(C): X* = —-X} =iHy,

ou Hy ={X € My(C) : X* = X} est 'espace des matrices hermitiennes, sur lequel est
notamment défini I'ensemble gaussien unitaire, ou GUE. Nous munissons u(N) du produit
scalaire suivant :

(X,Y) = NTr(XY*) = —NTr(XY).

Dans le chapitre 3 nous utiliserons la théorie des représentations dans le but d’obtenir
une décomposition spectrale du noyau de la chaleur sur G = U(N) associé a ce produit
scalaire.

2.3 Mesure de Yang—Mills discrete

Comme vu dans l'introduction, la mesure de Yang—Mills est formellement une mesure
sur l'espace des connexions sur la variété sous-jacente. Dans le cas discret, c¢’est-a-dire
lorsqu’on considere une carte topologique, cet espace devient nettement plus simple a
décrire.

Définition 2.3.1. Soit G = (V, E, I) un graphe, et G un groupe matriciel compact.

(i) Le G-fibré principal trivial au-dessus de G est P = GV.

(ii) Une section de P est simplement un élément de P, c’est-a-dire une fonction o : V- —

G.

(iii) Une connezion sur P est une fonction w: £ — G

EFE — G
w:
e — we),
qui vérifie
we™ =wle)™, VecE.
(iv) Etant donné un chemin v = e, - - - e, obtenu par concaténation d’arétes adjacentes
de E, I'holonomie de la connexion w le long de v est donnée par

hol(w,7) :=hy =w(e1) ... w(en).

(v) Si de plus G est une carte, munie de son ensemble de faces F, la courbure de la
connexion w est la fonction

O . { F — G
1 f — hol(w,0f),

ou Jdf est le bord de la face f, orienté positivement. On dit que w est plate si
Q“(f) = 1¢ pour tout f € F.
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Dans la définition précédente, on a en réalité identifié les connexions avec leur holonomie
le long des arétes, parce que la définition usuelle d'une connexion est en tant qu’opérateur
différentiel sur les sections, et que cette notion n’est pas claire dans le cas d’un espace
discret. En revanche, il est toujours possible de caractériser de maniere univoque une
connexion par son holonomie le long des chemins.

La courbure d’une connexion dépend d’un choix d’un point de base pour le bord de
chaque face, mais nous verrons plus tard qu’on considere en réalité, comme espace de
configuration, un quotient de I’espace des connexions modulo les transformations de jauge,
et la définition de la courbure ne dépend que des classes d’équivalence pour ’action du
groupe de jauge; il s’agit donc d’un objet bien défini dans notre contexte. Notons par
ailleurs que la courbure, a l'instar de son analogue dans le cas continu, est une 2-forme a
valeurs dans G : de maniere générale, sur un CW-complexe, les 0-formes (resp. 1-formes,
2-formes) sont des fonctions sur les 0-cellules (resp. 1-cellules, 2-cellules), c’est-a-dire sur
les sommets (resp. arétes, faces) qui vérifient certaines propriétés supplémentaires dont
nous nous passerons dans ce cours.

Exemples.

— Si G = Z% et G = Zy, un G-fibré principal trivial muni d’une connexion définit le
modele de jauge d’Ising sur réseau [Cha20] : les sections du fibré définissent une
configuration de spin, et la connexion définit une interaction entre les spins voisins,
avec comme condition que la connexion soit plate. Une généralisation pour G = Z,
est actuellement un sujet actif de recherche [FLV23].

— Si l'on prend G = U(1), on tombe sur 'espace de configuration étudié par Kenyon
dans le cadre des foréts couvrantes a cycle enraciné (cycle-rooted spanning forests,

ou CRSF) [Kenll1].

L’espace des connexions est clairement en bijection avec GI¥!, qui est un groupe de Lie

compact. La mesure uniforme sur les connexions est la mesure de Haar unitaire sur GIZ!.

Définition 2.3.2. Soit G = (V, E,I) un graphe muni d’une G-connexion h. Une trans-
formation de jauge est une fonction 7 : V' — G. Le groupe des transformations de jauge
GV agit sur I'espace des connexions via

(j-w)e) = j(®) 'wle)sle). (2.3.1)

Intuitivement, la mesure de Yang—Mills discrete va étre définie comme une mesure sur
G¥ invariante par cette action. On peut munir Q' (G, G) = G¥ de deux tribus différentes :
— La tribu cylindrigue C qui est la plus petite tribu qui rende mesurable "application
h — hy pour tout lacet ¢ dans G ;
— La tribu invariante Z qui est la plus petite tribu qui rende f(hy,, ..., hy, ) mesurable,
pour tout n > 1, toute fonction f : G™ — R invariante par I'action diagonale de G,
et toute famille (¢1,...,¢,) de lacets sur G de méme point de base.

Proposition 2.3.1. La mesure de Haar sur (G¥,I) est invariante par laction de GV,
donc descend en une mesure sur 65 = G¥/GV, appelée mesure uniforme.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de 'invariance de la mesure de Haar
sur GG par translation. n
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Remarque 2.3.1. Si 'on ne suppose pas G compact, 'espace de configuration est bien
défini mais il n’existe plus de mesure de probabilité uniforme! Il existe bien des mesures de
Haar, mais toutes de volume infini. Inversement, il est possible de considérer des mesures
de probabilité, mais pas uniformes.

Nous sommes désormais en capacité de définir la mesure de Yang—Mills discrete tant
attendue.

Définition 2.3.3. Soit G = (V, E, F) une carte topologique plongée dans une surface
de genre g > 0, munie d’une mesure d’aire vol et d’aire totale T > 0, et G un groupe
matriciel compact. La mesure de Yang—Mills sur G de groupe de jauge/structure G est
la mesure fig,¢ 5 vol SUT GF définie par

MGGZVol(dW H pvol(f) d (232)

ZG gv fGF

ou

Zg,a(g, T / H Pvol()(27(f))dw (2.3.3)

fer

est la fonction de partition associée.

L’équation (2.3.2) s’appelle la formule de Driver—Sengupta, du nom des deux premiers
mathématiciens a I’avoir écrite (Driver pour R?, et Sengupta pour toute surface compacte).
Comme le noyau de la chaleur sur GG est invariant par conjugaison, la mesure ne dépend
pas du paramétrage du bord des faces dans la définition de la courbure, et la mesure
descend en une mesure sur GZ/GV.

Exemple. Disons que 'on se donne la carte illustrée en Figure 2.2 dans un tore : Il s’agit
a
d
by A0
c
a

FIGURE 2.2 — Une carte de genre 1. Les arétes de méme nom sont identifiées par recolle-
ment.

de G = (V,E,F), ou V = {v1,v5}, E = (a,b,c,d) et F = {f1, fo} ou f; a pour bord
orienté positivement 0f; = d et f, a pour bord df, = d 'c taba~'b~'c. On note t; l'aire
de f; et ty aire de fs, ainsi que t = f; + fo l'aire totale du tore dans lequel le graphe est
plongé. On a d’apres la formule de Driver-Sengupta

1

Zo(@ pPn @@ (hol(w, ¢ aba™ b c)d

UG, G5 vol (dw) =
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En utilisant la bijection GF ~ GIPI = G*, et en notant respectivement 1, T, T3, 4 les
variables d’intégration associées a a, b, ¢, d, on peut la réécrire

UG.6xvol(dw) = mptl(u)ph (:Cf:cg1xlxgxflxglxg)d:cld:cgdxgdm.

En particulier,
Za(1,t) = /G4 Pe, (@) p, (2 o5 2y 202y Py L s ) day daodasdy.
En utilisant la propriété de semi-groupe du noyau de la chaleur il vient
Za(1,t) = /dpt(.’E;lxlxgl‘l_lx;ll’g)dl’ld,fgdx:;,
o
Et comme p;(grg~t) = p;(x) pour tout x, g € G, on obtient finalement

Zo(1,1) = / pl (1, 22])dz1ds,
G2

ot 'on a posé [x,y] = zyr~y~! le commutateur d’éléments de G.

Remarque 2.3.2. Dans la littérature, cette définition de la mesure de Yang-Mills est parfois
décrite comme une théorie de jauge discrete pour 'action du noyau de la chaleur, ou
action de Villain. Une autre définition, tres étudiée actuellement, est 1'action de Wilson
introduite par Wilson [Wil74], définie par

S(w) = Re(Tr(1 - Q°(f))), (2.3.4)

fer

et la mesure associée, de constante de couplage 5 > 0, est alors la mesure de Gibbs de
température inverse 3 et de hamiltonien S, c’est-a-dire

1
p(dw) = Ee’ﬁs(”)dw. (2.3.5)

L’avantage de I'action de Wilson est qu’elle définit un modele de mécanique statistique
plus simple a étudier, y compris en dimension supérieure a deux, mais le passage d'une
théorie discrete a une théorie continue nécessite de la renormalisation et demeure essen-
tiellement un probleme ouvert. En dimension deux, des recherches récentes établissent
néanmoins des correspondances entre la théorie avec action de Villain et celle de Wilson
[CG25; SSZ25]. Dans ces notes de cours, lorsqu’on parlera de la mesure de Yang—Mills, il
s’agira toujours implicitement de celle utilisant I'action du noyau de la chaleur.

Remarque 2.3.3. La mesure de Yang—Mills peut également étre définie pour une surface
a bord X. Cela revient a voir ¥ comme une surface ¥y sans bord, munie de lacets simples
marqués dont la réunion donne 9%, et le graphe plongé dans ¥ est un graphe G plongé
dans Y, tel que 9% est une concaténation d’arétes de G, et dont les faces ne faisant
pas partie de Y sont des faces marquées qui n’interviennent pas dans la définition de la
mesure. On impose ensuite éventuellement des conditions au bord, cf. [Lév10; DL23]. En
particulier, on peut définir la mesure sur R? comme une mesure sur un graphe plongé
dans la sphere, muni d’une face marquée appelée face infinie.
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Nous allons décrire une propriété fondamentale de la mesure de Yang—Mills : son inva-
riance par subdivision. Elle implique notamment que la fonction de partition ne dépend
que de la topologie et de 'aire de la surface, pas du choix du graphe.

Théoreme 2.3.2. Soit G = (V, E, F) une carte topologique plongée dans une surface ¥
de genre g 2 0, et G' = (V, E', F') une carte topologique obtenue en retirant une aréte de
G, munie du méme plongement. Si l'on note R Uapplication de restriction de G¥' vers
GF induite par celle de G vers G', alors

(R)sttc,6,5 vl = HE,G,5 vol- (2.3.6)

En particulier, la fonction de partition Zg (g,T) ne dépend pas de G, et vérifie :
— Sig =1,

Z5a(9,T) = Za(9,T) = /2 pr([ry, ] - [2g, ygl)dordy, - - - dagdy,.  (2.3.7)
G29

— Sig=0,
Z6,c(0,T) = Zg(0,T) = pr(1). (2.3.8)

Démonstration. La démonstration du théoreme va se dérouler en 2 étapes : on montre
d’abord le théoreme pour les mesures non normalisées [ig g 5 vol, Puis on montre que la
fonction de partition ne dépend pas du graphe; ces deux assertions impliquent alors le
théoreme pour les mesures normalisées.

Etape 1. Soit ey € E Daréte que l'on retire pour passer de G & G'. Alors E' = F U {e}.
Pour que G soit toujours une carte, cela signifie que e sépare deux faces f; et fo de G,
qui deviennent, apres effacement de e, une seule face f. € F’. On pose Fy = F'\ {fi, f2}
et Fi =F"\ {f*}, et on constate que F’ = Fj. Soit ® : G¥ — R mesurable bornée. Elle
Correspond a une fonction sur G¥ ~ GI¥'l invariante par action de GV, que I’on notera
aussi . D’apres la formule de Driver—Sengupta,

/ q)(w)R*/lG,G,E,vol(dw> = / do R H Dvol(§) haf)d
GE' GE

feF’

On énumere arbitrairement les arétes de E' par (eq,...,ex), ou k = |E|, de sorte que
E= {61,...,€k,€}.

/ doR(w H Pvol(f) (haf)dw —/ D(eq,. .., ex) H Pyol(f) (hog)des ... depde

fer’ Ghtt fer’
:/ 617 <€ H DPvol(f haf d€1 de?’w
Gk
fer’

ou la deuxieme inégalité s’obtient en intégrant par rapport a e. En utilisant les mémes
arguments que précédemment, on a

/ P o R(w)fig,q,5,vol (dw) =/ (e, . Hpvol (hog)dey ... degde.
GE Gk+1 fGF
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On pose
P(ey,...,ex) = P(ey,... e Hpvo1 (hay),

feFy

ainsi que t; = vol(f1) et to = vol(fz). On a d’un coté

/E do R(w)ﬂgggyol(dw) = /]C P(el, Ce 7€k)pt2<h8f1 )ptl (h@fQ)del e dekde, (239)
G Gkt1
et de 'autre

/ O R 65 00) = / Pler, o @purlhop)der o de. (2.310)
GE' G

On peut trouver des mots «, 5 en les arétes de G’ tels que df; = ea, Ofy = Be ! et
Of. = Pa. On en déduit que df, = Jf20f;. On integre le terme de droite de (2.3.9) par
rapport a e et on utilise la propriété de semi-groupe du noyau de la chaleur :

/ ® o R(w)fiG.c 5 vo(dw) = /k P(er, ..., e1)piy 1, (0f20f1)py, (ea)dey . . . dey.
GE G

/ O o R(w)fiG.¢ 0 vo(dw) = /k P(ey, ... ex)pe 41, (0f20f1)py, (e)dey . . . deg
GB G

= / @(M)R*ﬂG,G,E,vol(dw)7
G

ce qui montre I'invariance des mesures non normalisées comme prévu.

Etape 2. La fonction de partition Zg (g, T) est I'intégrale de la mesure non normalisée
GG, vol, qui est invariante par subdivision comme montré précédemment, donc ne dépend
pas du graphe. Si g > 1, on obtient (2.3.7) en appliquant la formule de Driver-Sengupta

a une carte possédant une seule face et de bord [ay,bi]...[ag, by]; si g = 0 on applique
la formule de Driver-Sengupta a une carte possédant deux faces séparées par un lacet
simple. O

2.4 Le groupe des lacets

Les principales observables de la théorie de Yang—Mills sont les boucles de Wilson W)\ =
X(he), ou £ est un chemin tracé dans G et x : G — C est une fonction centrale sur G,
c’est-a-dire qu’elle vérifie

x(E7'gk) = x(9), Vg, keG.
En pratique, nous allons nous restreindre aux boucles de Wilson
Wg == tr(hg),

car elles forment une famille dense et génératrice dans l'algebre des boucles de Wilson,
d’apres un théoreme de Lévy [Lév04]. L’objectif premier est de calculer l'espérance de
boucles de Wilson pour la mesure de Yang—Mills. Une premiere remarque est que celle-ci
est nulle pour tout chemin v qui n’est pas un lacet.
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Proposition 2.4.1. Soit v un chemin dans G tel que 7 # ~. Alors E[W,] = 0.
Démonstration. C’est une conséquence directe de I'invariance de jauge. O]

D’apres le résultat ci-dessus, il suffit de se concentrer sur les boucles de Wilson associées
a des lacets. Nous allons voir quelles structures se cachent derriere 1’espace des lacets que
I’on peut tracer dans G. La premiere remarque que 1’on peut faire, est que ’on peut munir
L(G) d’une opération de multiplication, donnée par la concaténation des mots non vides :
siyi=e--remetyp=c¢)---e,etsie, =¢€), alorsy -y =772 =€ -enel---e,. On
étend également la concaténation aux mots constants : -5 = 77 = 7 par convention. On
définit par ailleurs, pour tout v = e;---e, € P(G), le chemin inverse vy~ = e;!---e;".
On est cependant loin d’avoir une structure algébrique riche : L(G) n’est pas stable par la
multiplication, et il n’y a pas d’élément neutre pour I'inversion. Pour résoudre le premier
probleme, deux possibilités s’offrent a nous : fixer un point de base pour les lacets, ou bien
introduire une relation d’équivalence qui identifie tous les lacets obtenus par permutation
circulaire d'un méme mot en des arétes adjacentes. Nous nous contenterons ici de la
premiere solution dans un souci de simplicité. On note L,(G) I’ensemble des lacets de
base v € V dans G.

Pour résoudre le second probleme, il nous faut trouver un moyen, pour tout lacet
¢ € L,(G), d’identifier £/~! au chemin constant. Si ¢ = e;...e,, on voit que £/~! =
e1...eqpert .. ert, et intuitivement on voudrait effacer e,e;!, puis e,_je;;, et ainsi de
suite. Formalisons cela : si e € F est une aréte et 7,y sont deux chemins dans G tels
que y1 = e = 72, et si 'on pose v =117 et 7' = yiee ty,, alors on dit que ' est obtenu

par insertion de e dans 7, ou réciproquement, que ~ est obtenu par effacement de e dans
/

v -

Définition 2.4.1. Deux lacets ¢, {5 € L(G) sont dans la méme classe de réduction si on
peut obtenir I'un a partir de ’autre a ’aide d’un nombre fini d’insertions et d’effacements
d’arétes. On note ~, la relation d’équivalence qui en découle, et RL(G) = L(G)/ ~.
I’ensemble des lacets réduits.

Proposition 2.4.2. Pour tout v € V', l'ensemble RL,(G) = L,(G)/ ~, est un groupe.
Démonstration. Exercice. ]

Lemme 2.4.3. Pour toute carte G = (V, E| F') plongée dans une surface de genre g, et
pour tout v € V', le groupe RL,(G) est libre de rang |V| — |E| + |F| =2 — 2g.

Démonstration. Cf. [Lév10], Lemma 1.3.33. O

Proposition 2.4.4. Soit G = (V, E, F) une carte plongée dans une surface ¥ de genre g
et v € V un sommet fixé. On pose r = |F|. Alors :

(i) Le groupe RL,(G) admet pour présentation

<a1,bl, <oy Qg bg,Cl, c. ,ck\[al,bl] R {(Ig,bg] =C.. .Ck>,
ot les classes d’homotopie de (ay, b, ... a4,0,) engendrent le groupe fondamental
de X, et cy,...,c, sont des lassos” entourant les faces de F.

5. Un lasso de base v qui entoure une face f est un lacet de la forme y9f~~!

que y =vetyeaf.

, ol v est un chemin tel
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(ii) Pour toute fonction mesurable bornée f : G*¥% — C, on a

ZG(g7 T) / . f(Ha17 Hbla sy Haga Hbg7 ch ceey HCk)luG,G,E,Vol(dw)
G29+

k g k—1
- /G2 e f(l'la Yi,-- -1 Tgy Ygs 215 - - - 7Zk;) HpVC)l(fi)(zi) Hdmid% H dzj’
o i=1 i=1 j=1

en posant z, = 2 'y ... 27 [z, ) - [y, )
Démonstration. Cf. [Lév10], Prop. 2.4.2. O

2.5 Du discret au continu

La propriété d’invariance par subdivision dont jouit la mesure de Yang—Mills discrete
permet de la définir de maniere directe pour des graphes de plus en plus fins, et 'on
s’attend a pouvoir ’étendre en une mesure “continue” par passage a la limite. L’argument
sous-jacent est un analogue du théoreme d’extension de Kolmogorov en probabilités, qui
permet de définir le mouvement brownien comme un processus a trajectoires continues
a partir de ses marginales fini-dimensionnelles, qui sont des familles discretes. La morale
est que I'on ne perd pas de généralité a se placer dans le cas de la mesure de Yang—Mills
discrete, en tout cas pas si I'on regarde des observables liées a des lacets que 'on peut
tracer dans un graphe, ou approcher par des lacets que I'on peut tracer dans des graphes.
Le contenu de cette section, qui n’a pas d’application extrinseque, n’a pour vocation que
de rassurer le lecteur quant au bien-fondé de cette morale.

Pour définir un tel processus limite, nous devons décrire un espace de chemins qui
remplace/généralise celui des chemins tracés dans un graphe.

Définition 2.5.1. Soit X une surface compacte lisse. Un chemin paramétré sur > est
un chemin v : [0,1] — 3 qui est soit constant, soit lipschitzien, de vitesse bornée
inférieurement par une constante strictement positive. Un chemin sur ¥ est une classe
d’équivalence de chemins paramétrés sur X pour la relation d’équivalence

v~ < 3P :[0,1] — [0, 1] homéomorphisme bi-lipschitzien croissant t.q. v =" o ®.

On note P(X) 'ensemble des chemins de ¥. De méme, on note L(X) I'ensemble des lacets
de X, c’est-a-dire des chemins fermés.

La raison pour laquelle on demande que les chemins non constants soient lipschitziens
et de vitesse bornée inférieurement, est que cela permet de choisir de maniere “canonique”
un paramétrage a vitesse constante.

Le résultat, di a Lévy [Lév10], est le suivant.

Théoreme 2.5.1. Soit M une surface compacte munie d’une mesure d’aire lisse vol, et G
un groupe de Lie compact, dont [’algebre de Lie est munie d’un produit scalaire invariant.
1l existe une famille de variables aléatoires (Hg)geL(g) telle que
(i) Pour toute carte G = (V, E, F') plongée dans ¥, la loi de (H,)ecp est donnée par la
mesure de Yang-Mills discréte sur G.
(11) Pour toute famille (£,) de lacets qui convergent® vers un lacet £, la suite de variables

6. Ici, il s’agit d’une convergence uniforme des chemins paramétrés a vitesse constante, cf. [Lév10].
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aléatoires (Hy,), converge en probabilité vers n.

La démonstration de ce théoreme nécessite de nombreux développements techniques
en théorie de la mesure et en géométrie riemannienne, et plutot que de les énoncer, nous
nous contenterons de faire quelques remarques :

— Le bon point de vue, pour avoir un systeme projectif de mesures, est de se restreindre

a des mesures de Yang—Mills discrete pour des graphes dont les plongements des
aretes sont géodésiques par morceaux. Cela implique de fixer une métrique rieman-
nienne sur M, ce qui est plus rigide qu'une mesure d’aire.

— On peut montrer que les mesures de Yang—Mills discretes ne dépendent pas du choix

de la métrique riemannienne, ce qui permet a posteriori d’assouplir la structure.

— Le choix de régularité des lacets considérés sur M provient du fait qu’ils peuvent

étre obtenus comme limites de lacets géodésiques par morceaux’, ce qui justifie
I'introduction du point (i7) dans le théoréme 2.5.1.

7. C’est méme le cas d’une plus grande classe de lacets, les lacets rectifiables, c’est-a-dire continus et
de longueur finie. Il est & noter que méme si la longueur d’un chemin dépend d’une métrique, le fait d’étre
de longueur finie est indépendant de celle-ci.



Chapitre 3

Transformée de Fourier de la
fonction de partition

Dans ce chapitre, nous allons survoler les principaux résultats de la théorie des représen-
tations des groupes compacts nécessaires a la réécriture de la fonction de partition en une
somme plutot qu'une intégrale. La principale référence sur laquelle nous nous reposerons
est le livre [Far(08], mais d’autres ouvrages plus généraux et/ou avancés pourront étre
consultés avec profit, par exemple [BD95; Bum13; Hall5].

De maniere générale, la théorie des représentations consiste a établir un morphisme
entre un espace muni d’'une certaine structure (groupe, algebre associative, algebre de
Lie...) et un espace de matrices muni de la méme structure. Intuitivement, 1'idée est de se
ramener a de ’algebre linéaire car ¢’est une théorie simple et puissante. D’un point de vue
formel, quoiqu'un peu pédant, étant donné une catégorie C et un objet A € C, cela revient
a étudier un morphisme p € Home (A, End(V)), out V' est un espace vectoriel. Ainsi, au lieu
de décrire I'espace A a l'aide de ses points, on le décrit a l'aide des différentes facons de
représenter ses points sous forme matricielle. L’idée est donc de se ramener a des espaces
que l'on connait bien, mais la philosophie est un peu différente de 1'algebre linéaire ou
de la géométrie différentielle, ou 'on se ramene systématiquement a des espaces de méme
dimension et décrits a ’aide de R™ ou C™ : ici, on va considérer des représentations dans
des espaces vectoriels de toutes sortes de dimensions, et I’étude simultanée de toutes ces
représentations permet de décrire de maniere duale 'espace que 'on représente. Cette
dualité s’exprimera plus clairement lorsque nous verrons le théoreme de Peter—Weyl pour
les groupes compacts, qui est le principal résultat dont nous nous servirons. Pour ce faire,
nous allons d’abord établir quelques généralités sur les représentations des groupes de
Lie compacts, puis énoncer le théoreme et certaines de ses conséquences. Nous finirons ce
chapitre par 'application de cette théorie au noyau de la chaleur, ce qui nous permettra
de convertir 1’étude de la fonction de partition de Yang—Mills en un probleme purement
combinatoire.

19
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3.1 Représentations de groupes compacts

Définition 3.1.1. Soit G un groupe de Lie. Une représentation réelle (resp. complexe)
de G est la donnée d'un espace vectoriel réel (resp. complexe) V' et d’'un morphisme '
de groupes de Lie p : G — GL(V). Le degré de p, aussi appelé dimension de p, est la
dimension de V.

Remarque 3.1.1. 1l peut exister des représentations de dimension finie ou infinie, mais en
pratique nous allons surtout rencontrer des représentations de dimension finie.

Le morphisme considéré est parfois sous-entendu, de sorte que I'on appelle V' =V, la
représentation par abus de langage. Cela provient du fait que la représentation peut se
voir comme une action lisse de G sur V :

g-v=pgv, YgeGqG, YveV.

Exemples. La représentation triviale d’'un groupe de Lie G sur un espace vectoriel V' est

la représentation
p(glv=v, VgeqG, YveV.

Si G C GL(V,C) est un groupe de Lie matriciel, la représentation standard de G est la
représentation suivante sur CV :

plg)v=gv, VgeG, YveV.

Définition 3.1.2. Une représentation (p, V') d'un groupe de Lie G est dite irréductible
si les seuls sous-espaces vectoriels de V' stables par p(g) pour tout g € G sont {0} et V.

Les représentations irréductibles sont en quelque sorte les briques élémentaires de la
théorie des représentations des groupes compacts. Pour voir cela, il nous faut ajouter une
structure algébrique supplémentaire.

Définition 3.1.3. Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert, et || - || la norme associée. Une
représentation p d'un groupe de Lie G dans H est unitaire si

Im(g)vll = llvll, Vg€ G, VveH.

Si (p, V') est une représentation d'un groupe de Lie compact G dans un espace vectoriel
de dimension finie, alors il existe toujours un produit scalaire sur V' pour lequel p est
unitaire. En effet, si 'on prend n’importe quel produit scalaire de départ (-, -)o, le produit
scalaire (-,-) défini par

(v, w) = /G (p(9)0, p(g)whodg, ¥(v,w) € V2,

rend bien p unitaire. Nous pouvons a présent énoncer le résultat promis plus haut.

1. Un morphisme de groupes de Lie est simplement un morphisme de groupes qui est de classe €.
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Proposition 3.1.1. Soit (p,V) une représentation de dimension finie d’un groupe de
Lie compact G. Il existe des sous-espaces vectoriels Vi,...,V, de V stables par p et

wrréductibles tels que
V=P
k=1

Démonstration. On suppose, sans perdre de généralité, que p est unitaire. Soit Vi un sous-
espace stable non nul de dimension minimale. Alors son supplémentaire orthogonal V;t est
également un sous-espace stable. Si Vi = {0}, alors p est irréductible et la décomposition
est triviale : V = Vi. Sinon, on a V = V; @ V1, et on reproduit les mémes arguments
itérativement sur V-, un nombre fini de fois puisque V est de dimension finie. [

Dans la proposition précédente, si I'on note pp = ply, pour 1 < k < n, on voit
bien que (pg, Vi)i<k<n €st une famille de représentations irréductibles, et p admet une
décomposition en somme directe

pP=p1D- D pn

de représentations irréductibles. L’étude de p se résume alors a analyser séparément chaque
composante irréductible. Pour cela, nous pouvons nous servir des opérateurs d’entrelace-
ment.

Définition 3.1.4. Soit (p1, Vi) et (pa, V2) deux représentations d'un groupe de Lie G.
Une application linéaire A € Hom(V}, V4) est un entrelacement entre p; et ps si elle vérifie

Api(g) = p2(9)A, Vg eG.

On dit aussi que A est G-équivariante.

Lemme 3.1.2 (Schur). Soit A est un entrelacement entre deux représentations irréductibles
(p1, V1) et (pa2, V2) dun groupe de Lie G. Alors l'une des deuzx affirmations suivantes est
vraie :

(i) A=0,
(ii) A est un isomorphisme.

De plus, si Vi = V5 et p1 = po, alors il existe A € C tel que
A= Ay,.

Démonstration. Le sous-espace ker A est stable par p;, donc par irréductibilité on a soit
ker A = 0, soit ker A = V;. Si A # 0, il vient que 'application A est injective. On montre
par un méme raisonnement que A est surjective si elle n’est pas nulle.

Pour le second point, en utilisant le théoreme fondamental de 'algebre, on sait qu’il
existe A € C tel que A — AIy, ne soit pas inversible; or cet opérateur commute avec py,
donc nécessairement A — A\I = 0 d’apres le premier point. O]

Remarque 3.1.2. Le second point du lemme de Schur dépend de maniere cruciale du fait
que l'on considere des représentations complexes; ce n’est plus vrai pour des représen-
tations réelles. C’est pour cela qu’a partir de maintenant on va toujours supposer que les
représentations sont complexes.
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Le lemme de Schur nous permet de définir une relation d’équivalence sur les représen-
tations irréductibles : deux représentations irréductibles (p1, V1) et (pa, V) sont dites
équivalentes si elles sont entrelacées par une application linéaire non nulle. On note G
I’ensemble des classes d’équivalences de représentations irréductibles.

Théoreme 3.1.3. 5i G est un groupe de Lie abélien, toutes ses représentations irréduc-
tibles sont de degré 1. De plus, l’ensemble G peut étre muni d’une structure de groupe, et
on l’appelle groupe dual de G.

Démonstration. Soit (p, V') une représentation irréductible de G. Soit g € G. Pour tout
h € G, lapplication linéaire A = p(g) commute avec p(h), donc d’apreés le lemme de
Schur, il existe x(g) € C tel que p(g) = x(g)Iy. On en déduit que p est bien de degré 1.
Pour voir que G est un groupe, il suffit d’établir que

G = Hom(G, C),

et utiliser la structure de groupe des morphismes (de groupes de Lie) de G dans C.
L’égalité découle d’une double inclusion immédiate. O]

Exemple. Le groupe U(1) = {z € C : |z| = 1} est bien un groupe abélien. Toute
représentation irréductible de U(1) est de la forme p(z) = 2™ pour n € Z, donc U(1) ~ Z.

3.2 Théoreme de Peter—Weyl

Soit, G un groupe compact. La représentation réguliere droite de G est la représentation
R: G~ End(L?*(G)) définie par

R(g)f :xw— f(zg), VxeG, VgeQq.

Une fois n’est pas coutume, il s’agit d'une représentation de dimension infinie. La plupart
des résultats présentés dans la section précédente ne s’appliquent donc pas; en particu-
lier, elle n’est pas irréductible. Le principal théoreme de cette section est l’analogue la
proposition 3.1.1 dans ce contexte. Sa démonstration est plus délicate et nécessite des
outils d’analyse fonctionnelle plus avancés, mais repose sur un principe similaire, qui est
I'orthogonalité de sous-espaces de L?(G) associés a aux représentations irréductibles de G.

Définition 3.2.1. Soit (p, H) une représentation unitaire irréductible d’un groupe de Lie
compact G. L’espace des coefficients matriciels de p est le sous-espace de Hilbert .#, de
L*(G) constitué des fonctions de la forme

g9 = (p(g)u, v),
pour u,v € H.

Si (p,H) est une représentation unitaire irréductible de G et {ey,..., e} est une base
orthonormale de ’espace de Hilbert #, alors on peut vérifier sans peine que .#, est
engendré par les coefficients matriciels élémentaires

pij 1 g+ (plg)eie;), V1 <i,j<k.
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Ces fonctions en forment méme une base, en conséquence du Théoreme 3.2.1 ci-dessous.

Il existe deux résultats portant le méme nom, les relations d’orthogonalité de Schur. Le
premier est une relation d’orthogonalité entre différents coefficients matriciels élémentaires
d’une méme représentation unitaire irréductible, et le second une relation d’orthogonalité
entre les espaces de coefficients matriciels de deux représentations unitaires irréductibles.
La démonstration de ces résultats découle du lemme de Schur, et on pourra en trouver
une preuve par exemple dans [Far(8].

Théoréme 3.2.1 (Relations d’orthogonalité de Schur, I). Soit (p, H) une représentation
unitaire irréductible d’un groupe de Lie compact G. On note d, = dimH sa dimension.
Pour tout u,v,u’,v" € H, on a

—_— 1
/G (o9, o) (La), g = -, ), o). (3.2.1)
p
En particulier, si {ei,...,eq,} est une base orthonormale de H, alors on a
—_— 1
Pii(9)Pre(9)dg = —dirdje- (3:2.2)
G p

Théoreme 3.2.2 (Relation d’orthogonalité de Schur, II). Soit (p,H) et (p',H') deux
représentations unitaires irréductibles d’un groupe de Lie compact G. Si p et p' ne sont
pas équivalentes, alors M, et My sont orthogonauz dans L*(G).

Une conséquence de ces relations d’orthogonalité, que nous admettrons également car
sa preuve fait intervenir la théorie spectrale des opérateurs autoadjoints sur les espaces
de Hilbert, est le théoreme suivant, fondamental pour la théorie des représentations des
groupes compacts.

Théoreme 3.2.3 (Peter-Weyl). Soit G un groupe de Lie compact. Pour tout \ € @, on
note .y ’espace des coefficients matriciels d’une représentation de la classe \. Alors
L*(G) = & 4. (3.2.3)
el

Une des principales applications du théoreme de Peter—Weyl est la formule de Plancherel
pour les groupes compacts, que nous verrons dans la prochaine section. Avant cela, nous
allons réécrire le théoreme de Peter—Weyl sous une autre forme, un peu plus spécifique.

Définition 3.2.2. Soit G un groupe de Lie compact. Une fonction f : G — C est centrale
si pour tout (g, h) € G?, f(ghg™) = f(h).

Une famille particuliere de fonctions centrales va nous intéresser : il s’agit des fonctions

Xp : 9= Tr(p(g)),

pour des représentations p de GG de dimension finie. Par convention, si p est une représentation
irréductible de la classe A € GG, on notera x, le caractere associé a p.
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Proposition 3.2.4. Soit py, ps deuz représentations de G de dimension finie. On a les
résultats swivants :

Xp (1) = dim py,

Xprepe(9) = Xp1 (9) T Xpu(9), Vg €G,

Xpope(9) = X (9)Xp2(9), Vg EG,

Xp:(9) = X0 (971) = X0 (9), Vg €.

Démonstration. Exercice. OJ

Le théoreme de Peter-Weyl peut se réécrire a 1’aide des caracteres irréductibles, si
I'on considere les fonctions centrales au lieu de fonctions quelconques. Nous noterons
L*(G)Y Tensemble des fonctions centrales de carré intégrable sur G, qui est un sous-
espace de Hilbert de L?(G). Le théoréme de Peter—Weyl admet la variante suivante pour
les fonctions centrales.

Théoréme 3.2.5 (Peter—Weyl). Pour tout groupe de Lie compact G, 'ensemble {xx, A €
G} est une base hilbertienne de L*(G)C.

Concluons cette section par un corollaire du théoreme de Peter—Weyl, qui assure que
tout groupe compact peut étre vu comme un groupe matriciel.

Corollaire 3.2.6 ([Kna02], Cor. 4.22). Soit G un groupe topologique compact. Il posséde
une représentation bijective de dimension finie, et est donc isomorphe d un sous-groupe
fermé du groupe linéaire.

3.3 Transformée de Fourier

Définition 3.3.1. La transformée de Fourier de f € L*(G) est la fonction f : G —
End(H,) définie par

f) = /G £(9)oala™)d,

ou (pa, Ha) est une représentation irréductible unitaire de G' de la classe \.

On rappelle que si H est un espace de Hilbert de dimension fini, on peut munir End(#)
de la norme de Hilbert—Schmaudt

IIAlll = Tr(AA*), VA€ End(H).

Théoréme 3.3.1 (Théoreme de Plancherel). L’application f +— f est un 1somorphisme
unitaire d’espaces de Hilbert entre L*(G) et Uespace des suites A = (Ay),.g d’opérateurs
Ay € End(H)y) qui vérifient

JAI1* =D dall AxI* < oo.
reG
De plus, pour toute f € L*(G), on a
Flg) =Y daTe(F(Npa(g))- (3.3.1)

xe@
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On peut donner une interprétation de (3.3.1) en termes de convolution.

Corollaire 3.3.2. Soit f € L*(Q) pour G un groupe de Lie compact. On a l’égalité
suivante dans L*(G) :

9) = Zd,\(f *XA)(9)- (3.3.2)

xeG

Démonstration. Pour tout A € G, on se donne une représentation (py, Hy). Par (3.3.1) et
la définition des coefficients de Fourier, on a

ZdATI" (/ F(R)pa(h~")dhpa(g )>

et par linéarité de la trace il vient
=3 | 10Tt (g

Le résultat provient ensuite de simplifications évidentes. O

3.4 Décomposition en caracteres du noyau de la cha-
leur

Rappelons que le noyau de la chaleur sur un groupe de Lie compact G est le semi-groupe
de convolution (p;);>o solution fondamentale de 1’équation de la chaleur :

limwopt = 51G- o

Il dépend naturellement du choix de la métrique dont on munit g. Comme pour 1’étude
de I’équation de la chaleur dans R, I'utilisation de la transformée de Fourier permet de
donner une expression explicite du noyau de la chaleur a I'aide des valeurs propres et des
vecteurs propres du laplacien. Une premiere remarque est que les caraceres irréductibles
forment des vecteurs propres.

Proposition 3.4.1. Soit G un groupe de Lie compact. L’ensemble {xx, A € @} définit
une base hilbertienne de vecteurs propres de Ag. On note co(X) = 0 la valeur propre de
—Ag associée a Xx.

Démonstration. A faire. O
Le principal résultat de cette section est le suivant.

Théoréme 3.4.2. Soit G un groupe de Lie compact. Le noyau de la chaleur (p;) admet
la décomposition suivante, satisfaite ponctuellement pour tout t > 0 et dans L*(G) pour
toutt >0 :

Ze 2N dyxa(g), Vg€ QG. (3.4.2)
re@
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Démonstration. D’apres la formule de Plancherel, on a pour tout ¢t > 0 et pour tout g € G

pe(g) =D da(pe = xa)(9)-

xeG

En utilisant la linéarité de I'intégrale et ’équation de la chaleur, on a

d d 1
Foon@ = () 0 0) = 5(Ban) s x)0)
D’autre part, en intégrant par parties il vient que

(Agpe) * xa = (P * Aaxa),
donc en utilisant le fait que Agx, = —c2(A)x, on obtient

d

%(pt $x)(g) = —c (N (pe * x2)(9), Vg € G.

En résolvant cette équation différentielle pour tout A\ € @, on dispose de tous les éléments
pour conclure. O

Exemple. Dans le cas ou G = U(1), on retrouve une expression classique du noyau de la
chaleur sur le cercle : rappelons que les caracteres irréductibles de U(1) sont les fonctions

Yn €9 = €™ pour n € Z, et on peut vérifier sans peine que Ay, = —n?x,, donc le
théoreme 3.4.2 donne
pt(ew) — § e—%nQ—&—inB.
neL

3.5 Calcul exact de la fonction de partition

Nous avons vu au chapitre 2 'expression de la fonction de partition de Yang—Mills sur
une surface de genre g > 0 pour un groupe compact G donné, a ’aide du noyau de la
chaleur sur GG. Nous pouvons désormais la réécrire a l’aide de la décomposition du noyau
de la chaleur.

Lemme 3.5.1. Soit G un groupe compact. Pour tout g > 1, on a

g
Za(g,t) = Zeé@wdx/Q [z, o] [2g, yo]) | [ desdy. (3.5.1)

xe@ o =1
Démonstration. C’est une conséquence directe de (2.3.7) et du théoreme 3.4.2. O

Il reste ainsi a comprendre comment calculer I'intégrale d'un caractere irréductible
appliqué a un produit de commutateur. Pour ce faire, il suffit en réalité de comprendre
un cas “générique” résumé dans la proposition suivante.
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Proposition 3.5.2. Soit G un groupe compact, et X € G une classe d’équivalence de
représentations irréductibles. Pour tout x,y € G, on a

/GXA(xgyg‘l)dg = %ﬁ“y). (3.5.2)

Démonstration. Pour tout x, la fonction

Fraly) = /G a(zgyg")dg

est centrale en y. Par le lemme de Schur, elle est donc proportionnelle & y :

Fra(y) = ;—AFA@(le(y) - ;—Am)my»

]

On aura également besoin d'une formule qui exprime la convolution des caracteres
irréductibles.

Proposition 3.5.3. Soit G un groupe compact et A\, u € G deuz classes d’équivalence de
représentations irréductibles. On a

X ¥ Xp = ;(—/)\‘5)\’#. (3.5.3)

Démonstration. 1l s’agit de montrer que pour tout z € G,

/ Xa(ey)xu(y™dy = X;—(x)%#-
G A

Pour cela, soit (py, V?) une représentation unitaire de la classe d’équivalence de A, sup-
posée unitaire. On a la représentation matricielle py(z) = (pY (x))1<i j<a, OU d = dy, €t

P (x) = (pa(w)es, ¢j).

Le caractere () est la trace (au sens usuel) de la matrice (p¥). Ainsi,

a(zy) = Tr(pa(ay)) = Tr(pa(x Z Ps

i,7=1
On définit de facon analogue p,,, et on obtient

dy dx du

X @E)xa™) = @)xua®) = D) 0> i @)ed W) w).

=1 j=1 k=1

Si 'on integre par rapport a y, on obtient par linéarité

> Al / WPy Ndy =D pi(w / (y) k¥ (y)dy,

1,5,k 4,5,k



CHAPITRE 3. TRANSFORMEE DE FOURIER DE LA FONCTION DE PARTITION28

et la relation d’orthogonalité pour les coefficients matriciels permet de déduire que

dy
1 21
X ¥ Xu(2) = @ > N(@)dn
=1

ce qui donne bien le résultat attendu. O

La proposition précédente donne en quelque sorte les constante de structure de 1’algebre
de convolution engendrée par les caracteres irréductibles. Il est a noter qu’il existe aussi
un résultat analogue ou le produit de convolution est remplacé par le produit usuel,
dans le cas ou on considere des représentations irréductibles de dimension finie de G =
GL(N,C) : c’est la régle de Littlewood—Richardson, et les constantes de structure associées
sont appelées coefficients de Littlewood—Richardson. L’étude de ces coefficients est encore
un domaine de recherche foisonnant.

Proposition 3.5.4. Soit G un groupe compact, et A € G une classe d’équivalence de
représentations irréductibles. Pour tout g > 1, on a

g
/02 allen,pl -+ [2g,yg)) | [ daadys = a7 (3.5.4)

=1

Démonstration. On procede par récurrence sur ¢g. Le cas ¢ = 1 se montre ainsi : on
applique la Proposition 3.5.2 & 2 = x; et y = 27" et on intégre par rapport & x;. On

obtient *
1 T "
/ xa(ziyey yy ) daydy :/ Xa( 1);/\( 1) _1
G? G N

ou la derniere égalité découle des relations d’orthogonalité de Schur. Pour I’hérédité, on
suppose 1’égalité pour g fixé. Alors

g
| ol g vl ol) [ ] doidydody =
G29+2

i=1
1

g
dy - | Id dydex.
dy Jepon [z, i) - [2g, yglz)xalz™) wydyde

=1

Le terme de droite peut se réécrire

1

g g
1
-5 dldz:_ 5 ) dldla
i L 0wl TLaetn = g [ ol ) [T o

=1

en utilisant la formule de convolution des caracteres. On peut alors conclure en utilisant
I’hypothese de récurrence. ]

Remarque 3.5.1. Une question encore ouverte est celle de I'intégration d’un produit arbi-
traire de caracteres, ou d'un caractere appliqué a un autre mot que le commutateur de
deux variables. Dans une série de travaux remarquables, Magee et Puder ont étudié de
maniere assez profonde le cas o 'on integre, non pas un produit de caractéres, mais un
produit de traces [MP19], appliqués & des mots arbitraires en k variables.
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Nous pouvons finalement réécrire la fonction de partition sans qu’aucune intégrale ne
subsiste. Cela donne une formule initialement écrite par Migdal [Mig75].

Théoréme 3.5.5. Soit G un groupe compact, ¥, une surface de genre g = 1 et d’aire
t > 0. La fonction de partition de Yang—Mills s’écrit

Zalg.t) =y e 22 Vdi ™. (3.5.5)
xe@

Démonstration. Découle du Lemme 3.5.1 et de la Proposition 3.5.4. O



Chapitre 4

Etude asymptotique de la fonction
de partition

Forts des résultats généraux de la théorie des représentations des groupes compacts,
qui ont permis d’écrire la fonction de partition de Yang—Mills comme une somme sur les
représentations irréductibles du groupes plutot que comme une intégrale, nous allons dans
ce chapitre étudier le cas particulier du groupe unitaire U(N). Comme vu précédemment,
la fonction de partition sur une surface de genre g > 0 et d’aire ¢ > 0 s’écrit

Zelo) = Y St
xe@

donc I'étude asymptotique de Zyn)(g,t) quand N — oo se résume a comprendre le
comportement asymptotique des dimensions dy et des nombres de Casimir cy(\) pour
A e U(N).

Pour ce faire, nous allons d’abord décrire les représentations irréductibles de U(N)
et de SU(N), qui sont intimement liées, et étudier la série sur S/I\J(N ) de terme général
d,® pour s > 1, appelée Fonction zéta de Witten, ce qui nous permettra de montrer la
convergence de Zy(n)(g,t) pour tout g > 2 et ¢t > 0. Ensuite, pour étudier la fonction
de partition Zy(ny(1,t) nous aurons besoin d’exprimer les représentations irréductibles
de U(N) a l'aide de partitions, ce qui permettra de controler efficacement co(A) et son
comportement limite. En guise de conclusion, nous verrons ce qu’il advient de la fonction
de partition sur la sphere.

4.1 Représentations de U(N) et plus hauts poids

Dans cette section, nous allons décrire les représentations irréductibles de U(V) en
utilisant le théoreme du plus haut poids, qui provient initialement de la théorie des
représentations des algebres de Lie semi-simples. Ce cours n’aspirant pas a se substituer
a un cours plus complet sur les algebres de Lie, nous I’admettrons afin de nous concentrer
sur ses conséquences combinatoires.

Notons pour commencer que le sous-groupe Ty C U(N) constitué des matrices diago-

30
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nales est un sous-groupe commutatif. Dans ce cas, les caracteres continus de Ty s’écrivent
x(t) =t -ty Yt =diag(ty,. .., ty) € Ty,

pour un certain N-uplet (u1,...,uyn) € ZV. A chaque caractere on peut alors associer la
forme linéaire p € b} définie par

,LL(H) :M1h1+"‘+/LNhN, VH:dlag(hl,,hN) € bN- (411)

Définition 4.1.1. Toute forme linéaire de la forme (4.1.1) est appelée un poids, ainsi que
le N-uplet (uy,...,un) € ZV.

On peut vérifier sans peine que pour tout H € by,

x(exp H) = eH)

De plus, 'ensemble P = b, ~ Z" est un réseau, appelé réseau des poids.

Définition 4.1.2. Soit (p, V) une représentation de U(N). Un vecteur v € V est un
vecteur de plus haut poids s’il existe un poids A € P tel que

dp(H)o = | plexp(tH)) = A(H)v, VH by,
t=0

dp(X)v =0, VX €ny.

Remarque 4.1.1. La différentielle dp définit une représentation d’algebre de Lie de uy,
appelée représentation dérivée. Nous ne développerons toutefois pas cet aspect.

Théoréme 4.1.1. Soit (p, V') une représentation de U(N) de dimension finie. Alors elle
posséde un vecteur de plus haut poids. De plus, elle est irréductible si et seulement si tous
les vecteurs de plus haut poids sont colinéaires. Le cas échéant, le poids associé est appelé
le plus haut poids de p.

Grace a ce théoreme, nous savons que décrire les représentations irréductibles du groupe
unitaire revient a décrire ’ensemble de ses plus hauts poids. C’est en fait une conséquence
du résultat suivant.

Théoréme 4.1.2 (Formule du caractere de Weyl). Les plus hauts poids de U(N) sont en
bijection avec les N-uplets (\i,...,A\y) € ZN tels que Ay > ... > Ay. De plus, pour toute
représentation irréductible de plus haut poids X, pour tout U € U(N) de valeurs propres
((L’l, c ,I'N),

A(U) = sa(z1,...,xN), (4.1.2)

ot sy est la fonction de Schur définie par

Aj+N—j
i

det [w

:|1<ij<N

),

sx(x1,...,xN) =

} 1<, j<N
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Remarque 4.1.2. Les fonctions de Schur sont des fonctions de Laurent symétriques, et
méme des polynomes symétriques lorsque tous les \; sont positifs. Le dénominateur n’est
autre que le déterminant de Vandermonde, que I'on notera aussi V'(1,..., N).

Corollaire 4.1.3 (Formule de la dimension de Weyl). Soit A € U(N). Alors sa dimension
vérifie

A=A j—i
dy = H P (4.1.3)
1<i<j<N
Démonstration. On rappelle que d) = x(Ix), donc on est tenté de calculer s)(1,...,1)

directement en utilisant la formule du caractere de Weyl. Il se trouve que c’est impossible
car on obtient une forme indéterminée. Pour cela, on use d'une astuce bien utile : on fixe
q € (0,1) et on calcule s)(1,q,¢2, ...,¢""!) puis on fait tendre ¢ vers 1. La formule en
découle directement. O

4.2 Fonctions zéta de Witten

Si G est un groupe compact connexe simplement connexe, on définit sa fonction zéta
de Witten comme le prolongement méromorphe de la série

CG(5> = Z d;57
xeG

pour tout s € C. Cette fonction a été nommée ainsi par Zagier [Zag94] en raison de son
apparition dans des travaux de Witten [Wit91], et parce qu’elle généralise la fonction zéta
de Riemann : en effet, si I'on prend G = SU(2), on a

1
Gsue(s) = = ¢(s).
n>1

Par souci de simplicité, on admettra que pour tout s > 1, supy (su(n)(s) < oo. Pour une
preuve, voir [Lem22, Prop. 2.2]. Le principal résultat qui nous intéresse ici est le suivant :

Lemme 4.2.1. Pour tout s > 1,
dim. |Csuvy(s) — 1] = 0. (4.2.1)

Démonstration. On part de la formule de la dimension de Weyl (Théoreme 4.1.3), qui
donne directement que la représentation A = (0,...,0) est de dimension 1. Pour estimer
la dimension de A # (0,...,0), on effectue un changement de variables

my = A — Ao+ 1,
mgz)\g—)\3+1,

my—1 = An—1 — Ay + 1.
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Notons que la condition (A; > ... > Ay = 0) équivaut a mq,...,my_1 = 0. On obtient
d)\: H mz++m]_1
1<i<j<N J

Cette expression est clairement croissante en les m;, donc les plus petites valeurs possibles
de dy sont pour \; = (1,0,...,0), Ao = (1,1,0,...,0), ..., Ay—1 = (1,...,1,0). Autrement
dit, pour tout A € SU(N) \ {(0,...,0)} et pour tout 1 <i < N —1,

N
d,\>d,\i—(.).
i

On en déduit notamment que dy > N pour tout plus haut poids non trivial. A partir de
ce moment c’est gagné : on fixe 1 < s’ < s, et on a

CSU(N)(S)—lz Z dy® = Z d;s/f(s—s')gN,(sfs/) Z d;s',

AeSU(N) AeSU(N) AeSU(N)
A#£(0,...,0) A#£(0,...,0) A£(0,...,0)
et le membre de droite tend bien vers 0 quand N tend vers 'infini. O

On va utiliser ce résultat pour étudier la convergence de la fonction de partition pour
une surface de genre g > 2. Avant cela, introduisons une autre fonction spéciale, un cas
particulier de fonction théta de Jacobi : la fonction 6 : D — C, holomorphe sur le disque
D ={z € C:|z| <1} et définie par

neL

Théoréme 4.2.2. Pour tout g > 2 et pour tout t > 0, on a la convergence suivante :

lim Zywy(g,t) = 0(q), (4.2.2)

N—oo

[SIES

en posant q; = e

Démonstration. On utilise la bijection suivante :

SUN)xZ —s U(N)
(A, n) — A +n:=MA\+n,..., Ay +n).

On vérifie sans peine, en utilisant la formule de la dimension de Weyl, que dy,,, = d) pour
tout A € SU(N) et tout n € Z. Par conséquent,

Zowla.) = 3 Lt = 3 (ZW’“) &,

AeSU(NV) neZ AeSU(N) \neZ
On sépare la somme sur A en le terme (0, . . ., 0) et le reste, en notant que ca(n, ..., n) =n?:
n2 co(A+n —
Zow(g.t) =D a7+ > Y g MVd
nez /\E@(N) nez

A#£(0,...,0)
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Or,
CQ()\ + n) = % (Z()\l + n)2 + Z()\Z — )\])> > nQ’

% 1<j

étant donné que Ay > ... > Ay = 0. Ainsi,

0 < Zumn(9:t) — 0(q) < 0(qr) Z dy ™,
AeSU(N)
A#£(0,...,0)
et le terme de droite tend bien vers zéro d’apres le Lemme 4.2.1, puisque pour g > 2,
2g —2 > 1. m

Plusieurs remarques s’imposent a la suite de ce résultat et de sa démonstration.

— Les seuls plus hauts poids de U(INV) qui contribuent a la limite de la fonction de
partition Zy(ny(g,t) sont ceux de la forme (n,...,n) avec n € Z, c’est-a-dire des
plus hauts poids constants. En un sens, cela indique que la limite est “triviale”.

— Sil'on se souvient que U(1) = Z, et que 'on calcule la dimension et le Casimir de
la représentation irréductible de U(1) associée a n € Z, on vérifie sans peine que

Zuy(g:t) = 0(q:), Vg =0, 9t >0.
Le théoreme précédent peut donc se traduire comme suit : pour tout g > 2 et ¢ > 0,

lim Zy(wn) (9, 1) = Zuq (9, 1)

N—oo

La fonction de partition devient asymptotiquement celle d’une théorie de jauge
abélienne. C’est un phénomene que l'on peut aussi retrouver dans un autre régime,
celui ot 'on fixe NV et on fait tendre g vers l'infini [Lem25].

4.3 Dualité de Schur—Weyl et couplages de partitions

La dualité de Schur-Weyl est une interaction entre les représentations du groupe uni-
taire et celle du groupe symétrique. Nous ne développerons pas directement les aspects
algébriques de cette dualité, mais nous en exhiberons quelques manifestations combina-
toires. Jusqu’a présent, nous avons exclusivement considéré les représentations de groupes
de Lie compacts; les définitions d’une représentation, de sa dimension ou encore de son
caractere sont absolument identiques pour un groupe fini. La théorie des représentations
des groupes finis ressemble par ailleurs beaucoup a celle des groupes compacts (lemme de
Schur, orthogonalité des caracteres, formule de Plancherel). Dans ce qui suit, nous aurons
seulement besoin de comprendre certaines propriétés des partitions, qui représentent les
classes d’équivalence des représentations irréductibles des groupes symétriques.

Définition 4.3.1. Soit n > 1 un entier naturel. Une partition de n est une famille
a = (aq,...,q,) décroissante d’entiers strictement positifs : a; > ... > «a, > 0. On note
l(a) = r sa longueur, et |a| = n sa taille. On note également « - n.

L’ensemble &7, des partitions de n est en bijection avec §n pour tout n, et on définit
'ensemble & des partitions comme I'union disjointe | |, Z,.
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4.3.1 Une mesure gaussienne sur U(N)

Nous allons a présent nous intéresser a une mesure de Gibbs sur le dual de U(N), dont
la fonction de partition est la méme que celle de la mesure de Yang—Mills sur un tore.
Elle provient du Théoreme 3.5.5 appliqué a g = 1, qui nous dit que

Zuny(1,t) = Z em22),

AeU(N)

Définition 4.3.2. Soit ¢t > 0. On note ¥y, la mesure sur U(N) définie par

1

— 5 yae T(N). 4.3.1
Zooo (LD (NV) (4.3.1)

Gni(N)

Avant de nous intéresser au cas général, nous pouvons regarder le cas N = 1, qui
correspond a une mesure sur Z = U(1). Les plus hauts poids de U(1) sont simplement
des entiers n; un rapide calcul du nombre de Casimir montre que pour tout n € Z, on a
ca(n) = n?. Ainsi,

G y(n) = e (4.3.2)
’ 0(qt)
ou ¢ = e~2. On reconnait ici un analogue discret de la mesure gaussienne, et on peut
méme voir la mesure ¥y, comme une mesure gaussienne discrete dans le cone

Cn={(z1,...,2n) €eRY 12y > -+ > 2y},

appelé chambre de Weyl. On notera Ey; l'espérance par rapport a la mesure ¥y ;. La
mesure ¥, partage une propriété importante avec la mesure gaussienne centrée : ses
moments impairs sont nuls.

Proposition 4.3.1. Pour toutt > 0, et pour tout k € N,

Brili] = g7 (qdiq) 0a), Enaln®*] =0, (433)

Démonstration. Pour les moments d’ordre impair, c¢’est une conséquence du fait que = —
Ctg2 . . . P
2?k*1e727" est une fonction impaire. Pour les moments d’ordre pair, on déduit la formule

par récurrence a partir du calcul
d n2 o n2 n2
q dq g =nq .

Ezercice 4.3.1. Montrer que pour tous 0 < s < ¢,

Eny e %] —0(g:) = O (m) '
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4.3.2 Couplage de partitions aléatoires

Nous allons étudier les interactions entre plus hauts poids de U(NN) et partitions. Un
premier lien, assez naturel, est de “décaler” les coefficients d’un plus haut poids pour
obtenir uniquement des coefficients positifs : si A = (A; > --- > Ay) € U(N), alors on
peut écrire A = Oy (a,n), ot @ € & et n € Z sont définis par n = Ay, (o) = max{i <
N—1: X\ >n}, et

O{i:Ai_AN7 Vi <£(O./)

Cela permet notamment d’obtenir une bijection
UN)~{ae P :l(a)<N -1} x Z.

On note a = a, la partition obtenue a partir de A via cette construction. Pour tout n € Z,
on a d’apres la formule du caractere de Weyl

d)\ = Sa(IN).

Or, la dualité de Schur—Weyl permet de réécrire les fonctions de Schur a l'aide des ca-
racteres irréductibles du groupe symétrique. Pour distinguer les dimensions et caracteres
du groupe symétrique de ceux du groupe unitaire, on les notera respectivement d* et y®
avec la partition o = n en exposant plutot qu’en indice.

Théoreme 4.3.2. Soit n, N > 1 deux entiers fixés. On a, pour tout a b n,

S0 = — Z X (4.3.4)

oESH

Si 'on applique le théoreme précédent a Iy, on obtient une expression de la dimension
de la représentation irréductible de U(V) de plus haut poids A comme un polynéme en

N.
IZX )N,

" oeS,

On constate notamment que d, = %N” + O(N™1), de sorte que dy est de l'ordre de
N™ a condition que n ne dépende pas de N. On peut méme montrer que ce polynome
est inversible si n < N, ce qui est toujours vrai pour N assez grand, et que d;l est une
fraction rationnelle qui admet un développement de Laurent convergent [Col03].

Cependant, si ’on essaie de décrire le nombre de Casimir de A a I'aide de «, cela n’est
pas tres satisfaisant :

_%<Xi:>\§+ 3 AZ»—A])

1<i<j<N
1 (o) (o)
= (it n)+(N=L@)n®+ D (ai—ay)+(N—la)) o
i=1 1<i<j<(e) i=1

= || +n? + 5 Za +@n—la)lal+ D (ai—aq)

1<i<j<l(a)
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En effet, la dépendance en N n’est pas claire, méme dans le cas ou |a| < N. Prenons

deux cas extrémes : oy = (1,...,1,0), de sorte que f(ay) = |az| = N — 1, et ag =
(N —1,0,...,0), de sorte que ¢(az) =1 et |ag] = N — 1. Alors
2
CQ(CY1) =2 N,
tandis que
3
62(062) =3N -6 + N,

ce qui montre que les deux ne contribuent pas du tout de la méme maniere. Intuitivement,
comme on a une exponentielle décroissante, on s’attend a ce que les plus hauts poids qui
contribuent a la limite quand N — oo soient ceux dont le Casimir est petit, c’est-a-dire
ici de l'ordre de O(1); autrement, leur contribution sera exponentiellement petite quand
N tend vers I'infini. On peut en fait montrer qu’il s’agit de ceux obtenus en perturbant
un plus haut poids constant (n,...,n) par deux petites partitions a gauche et a droite,
ce que 'on peut qualifier de “plus haut poids presque plat”, un terme utilisé notamment
dans [Lem?22; Lem25]. Un exemple est donné en Figure 4.1.

FIGURE 4.1 — Un plus haut poids presque plat.

Pour étudier ces plus hauts poids presque plats, on va utiliser une représentation des
plus hauts poids qui fait écho a une autre dualité de Schur-Weyl, étudiée notamment par
Koike [Koi89] : tout élément de U(NN) peut en fait se décomposer en deux partitions et
un plus haut poids constant.

Proposition 4.3.3. [l existe une bijection
IAJ(N) ~ Ay ={(a,8,n) € ZXPXL:la) <|[(N+1)/2|-1,4(8) < N—|[(N+1)/2]}.
La bijection est donnée par
An(o, B,n) = (a +n, ..., 04+ 1,0, ...,n,n = Bygay, ... ,n — Br).
Démonstration. 11 suffit d’exhiber la bijection réciproque :
(AN)THA) = (an, Brma),

oll myx = A|(v+1)/2), €t ax et () sont les partitions définies par (an); = A\i — ny, (Br)i =
n — )\N,i. ]
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Par commodité, on notera Ay = [(N +1)/2] —1et By = N — [(N +1)/2], et on
remarquera que Ay, By ~ N/2 quand N — oc.

Nous allons voir que cette bijection rend 1’étude du Casimir bien plus agréable, mais
avant cela, introduisons une observable qui va nous étre utile : soit o € & une partition,
vue comme un diagramme de Young, et [J = (4, j) une case du diagramme, étiquetée par
ses coordonnées (i-eme ligne, j-eme colonne) dans celui-ci. On définit son contenu comme
le nombre ¢(d) = j — i. On pose ensuite

K@= e@= > > (-9

Oea 1<) 1<

le contenu total de la partition. Le Casimir d'un plus haut poids obtenu comme Ay (cv, 3, 1)
s’exprime explicitement, d’'une maniere qui isole la dépendance en IV, ainsi que le montre
le corollaire suivant, dont la démonstration constitue un exercice élémentaire.

Corollaire 4.3.4. Pour tout (o, B,n) € An, on a

cr(Av (e, B,m)) = o] + |B] +n* + %(K(Oé) + K (P) + n(la] = [8])). (4.3.5)

La bijection Ay permet également de décomposer la mesure ¥y, a 'aide de la mesure
4, sur Z et d’une autre mesure sur &, appelée mesure g-uniforme.
St )

Définition 4.3.3. Pour tout g € (0, 1), la mesure g-uniforme est la mesure de probabilité
sur & définie par
P(a) = ¢(q)q!, Vae 2,

ot ¢ : (0,1) — R est définie par le produit infini (convergent) ¢(¢) = [[>_,(1 —¢™).
Le résultat suivant, qui est un des résultats principaux de [LM25], explicite les plus hauts

poids de loi ¥y, comme des couplages de partitions aléatoires, et implique la convergence
de la fonction de partition de Yang—Mills sur le tore.

Théoréme 4.3.5 ([LM25]). Soit N > 1 un entier et t > 0 un nombre réel. Si X\ ~ Gy,
alors pour toute fonction F' : U(N) — R mesurable bornée,

B 0(q:) 2 (K (a)+K(8)+n(lal—|8])
EN,t[F()\)] - ZU(N)(L t)QS(qt)QE[F()\N(a’ ﬁ7 n))Qt 1AN (O[, /Ba n)]7
(4.3.6)

ot g = €72, et (o, 8,n) sont des variables aléatoires indépendantes telles que o, 3 sont
qi-uniformes et n ~ %, ;. De plus,

9(%)
d(qr)*

En utilisant les mémes outils que ceux permettant de démontrer ce théoreme, on peut
méme démontrer que Zyny(1,t) admet un développement asymptotique a tout ordre
quand N — oo, et que les coefficients font intervenir des nombres de Hurwitz, qui
énumerent les revetements ramifiés du tore, mais cela dépasse le cadre de ce cours.
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4.4 Transition de Douglas—Kazakov

Dans cette section finale, nous présentons sans démonstration ce qu’il se passe dans le
cas de la sphere, soit quand g = 0. Il se trouve que dans ce cas précis, la fonction de
partition Zyn(0,t) diverge quand N tend vers I'infini : on peut vérifier que

ei(NQ—l)—O—N(N—l)logN

[Ticicjen(i —9)?

Zywy(0,1) = > e N, (4.4.1)

AeT(V)

ou i1y est la mesure empirique des plus hauts poids (modulo un changement d’échelle) :

1 N
[y = ~ Z 5Ai+N;»1_i,
=1

et J; est une fonctionnelle sur I'espace des mesures de probabilités boréliennes sur R
donnée par

t
Ji(p) = — // log |z — ylu(dz)u(dy) + 5 / 2*p(dz).
(2y)€R2 a7ty R

Ainsi, le “bon” régime est le suivant, postulé par Douglas et Kazakov [DK93] et
démontré, entre autres, par Boutet de Monvel et Shcherbina [BS98], ainsi que par Lévy
et Maida [LM15].

Théoreme 4.4.1. Pour toutt > 0, la limite

) 1
F(t) = lim mlog Zuny(0,1) (4.4.2)

N—oo

eziste. Elle définit une fonction de classe €* sur [0,00) et de classe € sur [0,7%) U
2

(7%, 00), dont la dérivée troisieme admet une discontinuité en w2

Ce saut de la dérivée troisieme de F' s’interprete, physiquement, comme une transi-
tion de phase. Nous ne développons pas ici les différentes démonstrations existantes, qui
utilisent des techniques un peu différentes de celles présentées ici — il s’agit plutot de
techniques de grandes déviations.
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